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INTISARI 
 
Metode Iterasi Variasional merupakan salah satu metode numeris yang dapat digunakan untuk 
menyelesaikan Persamaan Diferensial Biasa taklinear orde satu dengan masalah nilai awal. Metode ini 
dapat menyelesaikan masalah taklinear dengan cara langsung tanpa menggunakan linearisasi, 
transformasi, dan perturbasi. Metode ini membentuk sebuah fungsi koreksi menggunakan pengali 
lagrange dan dapat ditentukan dengan menggunakan teori variasional. Pengambilan variasi terhadap 
variabel independen maka menghasilkan kondisi stasioner dan nilai pengali lagrange sehingga diperoleh 
rumus  iterasi. Penyelesaian bagian linear dari persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dan 
mensubstitusikan nilai awal digunakan sebagai perkiraan awal untuk memperoleh penyelesaian 
pendekatan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa metode Iterasi Variasional merupakan metode 
pendekatan yang cukup akurat untuk menyelesaikan Persamaan Diferensial Biasa taklinear orde satu. 
 
Kata Kunci: Iterasi Variasional, Fungsi Koreksi, Pengali Lagrange  
 
 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu (atau beberapa) fungsi yang 
tidak diketahui. Persoalan yang melibatkan model matematika berupa persamaan diferensial biasa orde 
satu banyak ditemukan dalam kehidupan. Diantaranya pada dinamika populasi, penyerapan zat-zat 
radioaktif, pengukuran suhu, reaksi-reaksi kimia, dan pada masalah-masalah ekonomi. Dalam 
penerapannya, Persamaan diferensial biasa orde satu ditulis sebagai masalah nilai awal berikut. 
    (   )          (  )                                                                 (1) 
Persamaan (1) dapat berbentuk linear atau taklinear. Khusus bentuk taklinear adakalanya tidak dapat 
diselesaikan dengan metode analitis. Akibatnya metode analitis memiliki keterbatasan. Untuk 
mengatasi keterbatasan metode analitis digunakan metode pendekatan yang mendekati nilai eksak 
yang disebut dengan metode numeris. Salah satu metode numeris untuk menyelesaikan persamaan 
diferensial biasa taklinear orde satu adalah metode Iterasi Variasional. Metode ini pertama kali 
diusulkan oleh Ji-Huan He untuk memecah berbagai masalah persamaan diferensial atau sistem 
persamaan diferensial. Metode Iterasi Variasional baik diterapkan untuk berbagai macam masalah 
taklinear dan dapat diterapkan dengan cara langsung tanpa menggunakan linearisasi, transformasi, dan 
perturbasi [1-4]. Permasalahan yang dibahas adalah bagaimana menentukan penyelesaian numeris dari 
persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan menggunakan metode Iterasi Variasional. 
Adapun tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini yaitu mengkaji metode Iterasi Variasional 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu, sehingga diperoleh solusi 
numeris yang mendekati solusi analitisnya. Pada penelitian ini akan difokuskan pada persamaan 
diferensial biasa taklinear orde satu dan metode Iterasi Variasional. Penyelesaian persamaan 
diferensial biasa taklinear orde satu menggunakan metode Iterasi Variasional dilakukan dengan 
merumuskan masalah nilai awal dan membentuk fungsi koreksi menggunakan pengali lagrange. 
Pengambilan variasi terhadap variabel independen    memperoleh kondisi stasioner dan nilai pengali 
lagrange sehingga didapat rumus iterasi. Solusi dari bagian linear dari persamaan diferensial biasa 
taklinear orde satu dan mensubstitusikan nilai awal digunakan sebagai perkiraan awal untuk
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memperoleh penyelesaian pendekatan. 
 
METODE ITERASI VARIASIONAL  
     Untuk menggambarkan konsep dasar dari metode Iterasi Variasional, diawali dengan menentukan 
persamaan diferensial taklinear berikut. 
       [ ( )]   [ ( )]   ( )                                                        (2) 
dimana   adalah operator linear,   adalah operator taklinear dan  ( ) adalah bentuk persamaan yang 
homogen. Metode Iterasi Variasional dapat dibentuk dan dianalisis dengan membentuk sebuah fungsi 
koreksi sebagai berikut. 
        ( )    ( )  ∫  {  ( )    ̃( )   ( )}  
 
 
                              (3) 
dimana   adalah pengali lagrange, yang dapat diidentifikasi dengan teori variasional, indeks   
menunjukkan hampiran ke-n,  ̃ dianggap sebagai variasi terbatas dan   ̃   . 
    Hampiran     ( ),     dari solusi  ( ) akan mudah diperoleh dengan modifikasi pengali 
lagrange dan dengan menggunakan solusi dari bagian linear Persamaan (2) sebagai perkiraan awalnya, 
sehingga penyelesaian pendekatannya menjadi 
 ( )     
   
  ( ) 
dengan  ( ) adalah limit dari   ( ), dimana untuk setiap     terdapat      ( )   , jika 
     maka |  ( )   ( )|   . Pada penelitian ini ditetapkan     
  . 
Penerapan metode Iterasi Variasional untuk mendapatkan penyelesaian pendekatan dari persamaan 
diferensial biasa taklinear orde satu dapat dilihat pada Contoh 1, Contoh 2, dan Contoh 3 yang 
diselesaikan dengan metode Iterasi Variasional untuk dibandingkan dengan penyelesaian eksak. 
Selanjutnya diberikan Contoh 4 untuk diselesaikan dengan metode Iterasi Variasional dan 
dibandingkan dengan penyelesaian menggunakan metode Range-Kutta Orde-4. 
Contoh 1 Selesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan masalah nilai awal [5] 
  
  
     ( )        ( )                              (4) 
menggunakan metode Iterasi Variasional dan bandingkan hasilnya dengan penyelesaian eksak! 
Penyelesaian: 
     Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional, maka hasil penyelesaian metode ini 
dibandingkan dengan hasil penyelesaian eksak. Penyelesaian eksak Persamaan (4) yaitu 
 ( )       
Diberikan Persamaan (4) sebagai berikut  
  
  
     ( )  
Berdasarkan Persamaan (3), fungsi koreksi dapat ditulis sebagai berikut 
                        ( )    ( )  ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )   ]  
 
 
                                         (5) 
dimana   adalah pengali lagrange dan dapat diidentifikasi secara optimal oleh teori variasional. 
Dengan mengambil variasi terhadap variabel independen   , dapat dilihat bahwa 
  ̃     
     ( )     ( )   ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )   ]   
 
 
  
 (   ( ))   ( )  ∫    ( ) 
  
 
    
menghasilkan kondisi stasioner berikut 
   ( )   ,                  ( )|       
Oleh karena itu, pengali lagrange diperoleh sebagai  ( )     dan persamaan (5) menjadi  
    ( )    ( )  ∫ [
   ( )
  
   
 ( )   ]  
 
 
                                                                     (6)  
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Bagian linear dari Persamaan (4) adalah 
  
  
       
diperoleh penyelesaian linearnya 
 ( )       
kemudian dengan mensubstitusikan  ( )   , maka didapat     dan diperoleh perkiraan awal    
sebagai berikut.  
  ( )       
dengan mensubstitusikan   ( ) ke Persamaan (6) didapat 
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karena |  ( )    ( )|    
   maka iterasi dapat dihentikan sehingga diperoleh penyelesaian 
pendekatannya sebagai berikut 
  ( )     
   
  ( ) 
     Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional pada Contoh 1, maka disubstitusikan nilai 
  [   ] dengan lebar langkah 0,1 ke penyelesaian pendekatan dan penyelesaian eksaknya, serta 
dibandingkan sehingga diperoleh galat perhitungan yang dapat dilihat dalam Tabel 1 berikut. 
Tabel 1 Perbandingan penyelesaian metode Iterasi Variasional (PMIV) dengan 
 penyelesaian eksak (PE) 
  
 ( ) 
*Galat 
Eksak Iterasi Variasional 
0 0 0 0 
0,1 0,100334672 0,100334672 0 
0,2 0,202710036 0,202710036 0 
0,3 0,309336250 0,309336250 0 
0,4 0,422793219 0,422793217 0,000000002 
0,5 0,546302490 0,546302452 0,000000038 
0,6 0,684136808 0,684136341 0,000000467 
0,7 0,842288380 0,842284292 0,000004088 
0,8 1,029638557 1,029610218 0,000028339 
0,9 1,260158218 1,259991098 0,000167120 
1 1,557407725 1,556523856 0,000883869 
           *Galat = Selisih PE-PMIV
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    Dari Tabel 1 dapat dilihat bahwa galat perhitungan antara nilai penyelesaian pendekatan dengan 
nilai penyelesaian eksaknya tidak begitu besar sehingga metode Iterasi Variasional cukup akurat untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu. 
Contoh 2 Selesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan masalah nilai awal [1] 
  
  
    ( )           ( )                              (7) 
menggunakan metode Iterasi Variasional dan bandingkan hasilnya dengan penyelesain eksak! 
Penyelesaian: 
Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional, maka hasil penyelesaian metode ini 
dibandingkan dengan hasil penyelesaian eksak. Penyelesaian eksak Persamaan (7) yaitu 
 ( )  
     
     
  
Diberikan Persamaan (7) sebagai berikut  
  
  
    ( )      
Berdasarkan Persamaan (3), fungsi koreksi dapat ditulis sebagai berikut 
    ( )    ( )  ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )   ]  
 
 
                                    (8) 
dimana   adalah pengali lagrange dan dapat diidentifikasi secara optimal oleh teori variasional. 
Dengan mengambil variasi terhadap variabel independen   , dapat dilihat bahwa 
  ̃     
     ( )     ( )   ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )   ]   
 
 
   
 (   ( ))   ( )  ∫    ( ) 
  
 
     
menghasilkan kondisi stasioner berikut 
   ( )   ,                  ( )|      
Oleh karena itu, pengali lagrange diperoleh sebagai  ( )     dan persamaan (8) menjadi 
    ( )    ( )  ∫ [
   ( )
  
   
 ( )   ]  
 
 
                                                                     (9) 
Bagian linear dari Persamaan (7) adalah  
  
  
     
diperoleh penyelesaian linearnya 
 ( )       
kemudian dengan mensubstitusikan  ( )   , maka didapat     dan diperoleh perkiraan awal    
sebagai berikut.  
  ( )     
dengan mensubstitusikan   ( ) ke Persamaan (9) didapat 
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karena |  ( )    ( )|    
   maka iterasi dapat dihentikan sehingga diperoleh penyelesaian 
pendekatannya sebagai berikut 
  ( )     
   
  ( ) 
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     Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional pada Contoh 2, maka disubstitusikan nilai 
  [   ] dengan lebar langkah 0,1 ke penyelesaian pendekatan dan penyelesaian eksaknya, serta 
dibandingkan sehingga diperoleh galat perhitungan yang dapat dilihat dalam Tabel 2 berikut. 
Tabel 2 Perbandingan penyelesaian metode Iterasi Variasional (PMIV) dengan 
 penyelesaian eksak (PE) 
  
 ( ) 
*Galat 
Eksak Iterasi Variasional 
0 0 0 0 
0,1 0,099667995 0,099667995 0 
0,2 0,197375320 0,197375320 0 
0,3 0,291312612 0,291312612 0 
0,4 0,379948962 0,379949018 0,000000056 
0,5 0,462117157 0,462117761 0,000000604 
0,6 0,537049567 0,537053663 0,000004096 
0,7 0,604367777 0,604387896 0,000020119 
0,8 0,664036770 0,664114640 0,000077870 
0,9 0,716297870 0,716548797 0,000250927 
1 0,761594156 0,762293337 0,000699181 
         *Galat = Selisih PE-PMIV  
     Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa galat perhitungan antara nilai penyelesaian pendekatan dengan 
nilai penyelesaian eksaknya tidak begitu besar sehingga metode Iterasi Variasional cukup akurat untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu. 
Contoh 3 Selesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan masalah nilai awal [1] 
  
  
   ( )    ( )           ( )                            (10) 
menggunakan metode Iterasi Variasional dan bandingkan hasilnya dengan penyelesain eksak! 
Penyelesaian: 
Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional, maka hasil penyelesaian metode ini 
dibandingkan dengan hasil penyelesaian eksak. Penyelesaian eksak Persamaan (10) yaitu 
 ( )    √     (√   
 
 
   (
√   
√   
))  
Diberikan Persamaan (10) sebagai berikut   
  
  
   ( )    ( )             
Berdasarkan Persamaan (3), fungsi koreksi dapat ditulis sebagai berikut 
                       ( )    ( )  ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )    ̃ ( )   ]   
 
 
                              (11) 
dimana   adalah pengali lagrange dan dapat diidentifikasi secara optimal oleh teori variasional. 
Dengan mengambil variasi terhadap variabel independen   , dapat dilihat bahwa 
  ̃     
     ( )     ( )   ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )    ̃ ( )   ]   
 
 
  
 (   ( ))   ( )  ∫    ( ) 
  
 
    
menghasilkan kondisi stasioner berikut 
   ( )   ,                  ( )|       
Oleh karena itu, pengali lagrange diperoleh sebagai  ( )     dan persamaan (11) menjadi 
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    ( )     ( )  ∫ [
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 ( )     ( )   ]  
 
 
                                                   (12) 
Bagian linear dari Persamaan (10) adalah  
  
  
   ( )      
diperoleh penyelesaian linearnya 
 ( )   
 
 
         
kemudian dengan mensubstitusikan  ( )   , maka didapat   
 
 
 dan diperoleh perkiraan awal    
sebagai berikut.  
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karena |  ( )    ( )|    
   maka iterasi dapat dihentikan sehingga diperoleh penyelesaian 
pendekatannya sebagai berikut 
  ( )     
   
  ( ) 
     Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional pada Contoh 3, maka disubstitusikan nilai 
  [   ] dengan lebar langkah 0,1 ke penyelesaian pendekatan dan penyelesaian eksaknya, serta 
dibandingkan sehingga diperoleh galat perhitungan yang dapat dilihat dalam Tabel 3 berikut. 
Tabel 3 Perbandingan penyelesaian metode Iterasi Variasional (PMIV) dengan 
 penyelesaian eksak (PE) 
  
 ( ) 
*Galat 
Eksak Iterasi Variasional 
0 0 0 0 
0,1 0,110295197 0,110295217 0,000000020 
0,2 0,241976800 0,241977831 0,000001031 
0,3 0,395104849 0,395113706 0,000008857 
0,4 0,567812166 0,567845514 0,000033348 
0,5 0,756014393 0,756086996 0,000072603 
0,6 0,953566217 0,953666031 0,000099814 
0,7 1,152948967 1,153037447 0,000088480 
0,8 1,346363655 1,346379119 0,000015464 
0,9 1,526911313 1,526411870 0,000499443 
1 1,689498392 1,686027103 0,003471289 
          *Galat = Selisih PE-PMIV  
      Dari Tabel 3 dapat dilihat bahwa galat perhitungan antara nilai penyelesaian pendekatan dengan
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nilai penyelesaian eksaknya tidak begitu besar sehingga metode Iterasi Variasional cukup akurat untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu. 
Contoh 4 Selesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan masalah nilai awal [5] 
  
  
      ( )        ( )                            (13) 
menggunakan metode Iterasi Variasional dan bandingkan hasilnya dengan penyelesaian pendekatan 
menggunakan metode Range-Kutta Orde-4! 
Penyelesaian: 
Diberikan Persamaan (13) sebagai berikut  
  
  
      ( )  
Berdasarkan Persamaan (3), fungsi koreksi dapat ditulis sebagai berikut 
                     ( )    ( )  ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )    ]   
 
 
                                          (14) 
dimana   adalah pengali lagrange dan dapat diidentifikasi secara optimal oleh teori variasional. 
Dengan mengambil variasi terhadap variabel independen   , dapat dilihat bahwa 
  ̃     
     ( )     ( )   ∫  ( ) [
   ( )
  
  ̃ 
 ( )    ]   
 
 
  
 (   ( ))   ( )  ∫    ( ) 
  
 
    
menghasilkan kondisi stasioner berikut 
   ( )   ,                  ( )|      
Oleh karena itu, pengali lagrange diperoleh sebagai  ( )     dan persamaan (14) menjadi 
    ( )    ( )  ∫ [
   ( )
  
   
 ( )    ]   
 
 
                                                                  (15) 
Bagian linear dari Persamaan (13) adalah  
  
  
      
diperoleh penyelesaian linearnya 
 ( )  
 
 
      
kemudian dengan mensubstitusikan  ( )   , maka didapat     dan diperoleh perkiraan awal    
sebagai berikut.  
  ( )  
 
 
     
dengan mensubstitusikan   ( ) ke Persamaan (12) didapat 
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karena |  ( )    ( )|    
   maka iterasi dapat dihentikan sehingga diperoleh penyelesaian 
pendekatannya sebagai berikut 
  ( )     
   
  ( ) 
     Untuk mengetahui keakuratan metode Iterasi Variasional pada Contoh 4, maka disubstitusikan nilai 
  [   ] dengan lebar langkah 0,1 ke penyelesaian metode Iterasi Variasional dan dibandingkan 
dengan penyelesaian metode Range-Kutta Orde-4 [5] sehingga diperoleh galat perhitungan yang dapat 
dilihat dalam Tabel 4 berikut.  
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Tabel 4 Perbandingan penyelesaian menggunakan metode Iterasi Variasional 
(PMIV) dengan metode Range-Kutta Orde-4 (PMRK4) 
  
 ( ) 
*Galat 
Range-Kutta Orde-4 Iterasi Variasional 
0 0 0 0 
0,1 0,000333 0,000333 0 
0,2 0,002667 0,002667 0 
0,3 0,009003 0,009003 0 
0,4 0,021359 0,021359 0 
0,5 0,041791 0,041791 0 
0,6 0,072448 0,072448 0 
0,7 0,115660 0,115660 0 
0,8 0,174081 0,174080 0,000001 
0,9 0,250908 0,250907 0,000001 
1 0,350234 0,350231 0,000003 
    *Galat = Selisih PMRK4-PMIV 
     Dari Tabel 4 dapat dilihat bahwa galat perhitungan antara nilai penyelesaian pendekatan metode 
Iterasi Variasional dengan nilai penyelesaian pendekatan metode Range-Kutta Orde-4 kecil, sehingga 
metode Iterasi Variasional cukup akurat untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear 
orde satu yang sulit dicari penyelesaian eksaknya. 
 
KESIMPULAN 
     Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat disimpulkan bahwa metode Iterasi Variasional 
dapat diterapkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa taklinear orde satu dengan masalah 
nilai awal tanpa linearisasi. Hasil galat perhitungan menunjukkan bahwa metode Iterasi Variasional 
merupakan metode pendekatan yang cukup akurat untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa 
taklinear orde satu dengan masalah nilai awal. 
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